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1. Vorbemerkungen

Eine Arbeitsgruppe des Subkomitees Sprungschanzek|& erarbeitete die Grund-
zuge des Aufbaues eines Langsprofils einer Sprimagee. Sie nlutzte dabei die jahr-
zehntelange Erfahrung und verfolgte die Entwicklules Sprunglaufes durch Beo-
bachtungen und Uber Gesprache mit Trainern undvéiktiln einem Turnus von ca.
zehn Jahren wurden seit 1976 und zuletzt 2006 Bluggufnahmen bei Weltcupsprin-
gen durchgefuhrt, die die Luftwiderstands und —+&lbswerte des Skispringers im
Flug bestimmen lassen. Mittels Computersimulatiomen Springen lassen sich die
Aufsprungprofile optimieren. Mathematische Begrimglder angewandten Methode
siehe ANHANG.

Seit 1976 hat der Unterzeichnete, Mitglied des Suhiees, die Messungen und deren
Umsetzung in mathematische Formeln Gbernommeneitrvarliegenden Arbeit sind
die Zusammenhange, die sicherheitstechnischen étherjen und die Grundlagen
der Formeln und Diagramme, wie sie in den vom Unieschuss herausgegebenen
,Skisprungschanzen Bau-Normen 2008’, ergédnzt mim d€omputerprogramm
,Jump2’ publiziert sind, nachvollziehbar zusammesigt.

Fur die Darstellung der mathematischen Ausdriickel wie normal gebrauchliche
algebraische Syntax mit den Ublichen Prioritdtdregerwendet. In allen Gleichungen
sind Langen in Meter, Geschwindigkeiten in Metes fekunde und Winkel in alten
Grad (360°) einzusetzen. Koeffizienten in den Fannsend in der Regel mit Dimensi-
onen behaftet (Zeit, Beschleunigung, etc.), ohrss darauf hingewiesen wird.

2. Der Anlauf

Beim Anlauf ist die gerade Beschleunigungsstreckeder Neigung bis heute in der

Regel ohne Ubergangskurve an einen Kreisbogen éinb@ngeschlossen worden.
Nach dem Tangentenpunkt E wirkt eine Zentrifugdtkeaf den Springer, die den
Druck auf die Skis bei grossen Schanzen plotzletanderthalbfacht, wie in Kapitel
2.3 gezeigt wird. Als weitere Folge davon wird agchlagartig die Reibung zwischen
Schnee und Ski erhoht, die auf den Springer eick marne wirkende Tragheitskraft
erzeugt.

Es soll kiinftig ein Ubergangsbogen eingebaut werden die Zentrifugalkraft vom
Punkt & von Nullallméhlich auf den Maximalwert im Anschlusspunktals die gera-
de Tischebene ansteigen lasst. Als Ubergangsbagendie im Strassenbau bekannte
Klothoide zur Diskussion. Bei ihr nimmt die Krimnwibis zum Erreichen der vorge-
gebenen Krimmung am Tischanfang von Null propodicaur zuriickgelegten Stre-
cke zu.

Die Form der Ubergangskurve hangt allein von degiegsanderung — ab. Die
Bogenléange ist proportional zum Endradius der Kriumgy Die Auswirkung des Er-
satzes des Kreisbogens durch eine Ubergangskulearsceinem Extrembeispiel
Uberprift werden. Die grosste Neigungsédnderung  ergibt sich aus der gréssten
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zulassigen Neigung = 37° und der kleinsten zuldssigen Tischneigurg8° und be-
tragt somit 29°.

Aus den Tabellenwerken fur Klothoiden erhalt man fi- = 29° eine Exzentrizitéat
von 0.0423, die gleich ist der Parallelverschiebdeg Anlaufgeraden von 37° Nei-
gung gegenuber der bisherigen Geraden mit kreisfigm Ubergangsbogen. Bei ei-
nem Radius;rvon 100 m ist diese Verschiebung somit 4.23 m.eiBeem kinstlichen
Anlauf ist dies ohne Belang. Bei einem Naturanledeutet dies aber unter Umstan-
den ein Eingraben der Spur auf eine Tiefe von 4ekeatas sich verteuernd auswirkt.
Es soll daher versucht werden, diesen Nachteiéduazieren.

Es zeigt sich, dass dieses Ziel am besten undcéisten erreicht wird, wenn man sich
bei der Reihenentwicklung der Klothoide auf derestes Glied beschrankt. Man er-
halt einekubische Parabelund damit jene Kurve, die auch beim Eisenbahnbau a
Ubergangskurve verwendet wird.

2.1 Die Geometrie der Ubergangskurve

Verwenden wir fir das um den Anlaufneigungswinkelgedrehte Koordinatensystem
die Buchstaben und , so lautet die Funktion

:C"‘3

Abb. 1 Kubische Parabel als Ubergangskurve im éfnla



Gegeben sind die geometrischen Daten des Tisames t, der Krimmungsradius r
im Tangentenpunkt £Fund die Neigung der Beschleunigungsstrecke. Daraus erhalt
man der Reihe nach
d = 2*p*sin( - )*cos¥( - )]
C =tg(- )3/
f=1tg(- )*d/3
d
| = [1+9*C* %
0
Fir das Integral kann mit ausreichender GenauigkeiNaherung
| = d*[1+0,1* tg’( - )]
verwendet werden.
Anfangs- und Endpunkt der Ubergangskuryeid B sind:
E, =[ - (t*cos + f*sin + d*cos) ; (t*sin — f*cos + d*sin )]
E, =[ —t*cos ; t*sin ].
Das Langsprofil im Ubergangsbogen kann mit einfacRechenhilfen im gedrehten
Koordinatensystem ,  mit der Funktion = C*?3 berechnet werden. Mit einem
programmierbaren Taschenrechner lasst sich diegdhgskurve auch im x-z-Koor-
dinatensystem einfach berechnen. Die einer gegab&hszisse x zugehodrende Ab-
szisse muss als Erstes aus einer Gleichung dritten Gradeschnet werden. Dazu
dienen die Hilfsgrossen
P = ctg/3/C;
Q = (x + t*cos + f*sin + d*cos)/2/C/sin .
Damit erhdlt man = [(Q*+P)”*+Q] —[(Q*+P)” - Q]
und schliesslich z = t*sin- f*cos + d*sin — *sin + C* *cos .
Mit Einsetzen der Werte — = 29° und 1= 100 m erhalt man eine Parallelverschie-
bung der Beschleunigungsgeraden, die nur nochr.bétragt und damit 3.06 m ge-
ringer ist als bei der Verwendung einer Klothoide.
In Tabelle 1 sind die geometrischen Eckwerte der Hurvenformen mit den Vorga-
ben: =37°, =8°und =100 m zusammen gestellt. Es fallt auf, dasd\tkete flr
die kubische Parabel anndhernd die Mittelwerte Kogis und Klothoide annehmen,

was aber rein zufallig ist. Die Eckwerte der kubhisg Parabel nédhern sich mit abneh-
mender Neigungsanderung ) jenen der Klothoide.



Form Kurvenlange Horizontaldistanz Ebis & | Hohendifferenz Ebis B
Kreis 50.61 m 46.26 m 19.16 m
Klothoide | 101.23 m 88.87 m 45,98 m
Kub.Parab,| 76.36 m 67.48 m 33.69m

Tab. 1 Eckdaten fur = 100 mund - = 29° (grosstmaoglicher Wert)

Abb. 2 Krummungsverlauf bei den drei Kurvenarten E bis E flr verschiedene
Richtungséanderungen .

Bei — = 29° (Abb. 2) wird die maximale Krummung bei deamischen Parabel
bereits bei 66.62 m erreich. Sie ist 2% hoéherdadsfir das Kurvenende vorgegeben
Krimmung, was ohne Belang ist. Die ganze Ubergamgskist mit 76.36 m rund 25
m kurzer als bei Verwendung einer Klothoide, waler Hauptvorteil der kubischen
Parabel gegentber der Klothoide liegt. Wenn = arctg(1/5) = 24.095° die Rich-
tungsanderung ist, wird die geforderte Krummungageim Punkt E erreicht. In die-



sem Bereich liegt das Gros der Schanzen. Mit kiewerdender Differenz- néhert
sich die kubische Parabel der Klothoide an.

2.2 Berechnung der Anlauflangen e undse

Die Auswertung der Filmaufnahmen vom Dezember 260Bngelberg CH hat erge-
ben, dass detuftwiderstandskoeffizient des Springers in der Kauerstellukg=
0.0011m™ mit einer Standardabweichung von 0.0001 betragt (siehe Bericht der
ETHZ vom 29. Marz 2008, Seite 31). Fir die Berecigndes Diagrammes Abbildung
2 in den ,Grundlagen fir die Projektierung einerskungschanze® 1996 haben wir k
= 0.0014 angenommen. Damit kann eine Verringeruag Beibungsverlustes von
rund 20 % festgestellt werden. Fur den Gleitreitskiogffizient wurde ein Reibungs-
winkel = 1.7° mit einer Streuung von 0.6° ermittelt.

Fur die Bestimmung der obersten Einstiegluke ist gmem y auszugehen, das ein
Mittelklassespringer braucht, um be+ 3° bei Windstille K zu erreichen.

Fur die Ermittlung des Ortes der untersten Eingtlegist davon auszugehen, dass ein
Spitzenspringer bei besten Spurverhaltnissen vesediLuke startend den Konstrukti-
onspunkt K nicht tberspringen soll. Bei Aufwind &ih noch etwas tieferer Startplatz
erforderlich. Fur die Berechnung kann, auf die siehSeite gehend, = 0° gesetzt
werden.

Die Anlauflangen erhalt man aus der Bewegungsdiffealgleichung. Sie ist vom
Typus einer linearen, inhomogenen Differentialdieicy erster Ordnung und damit
geschlossen lésbar, wenn marais Funktion definiert, fiir s als unabhangige i
den zurlckgelegten Bahnabschnitt einsetzt, und vaasnLangsprofil z(s) mit einer
mathematischen Funktion beschrieben wird. Natl#i&hn eine Losung mit den Me-
thoden der angewandten Mathematik und mit den hgeibeduchlichen Hilfsmitteln
(z.B. Excel-Programm) einfach und schnell gefundenden. Trotzdem soll hier die
klassische, geschlossene Losung dargestellt werden.

Die Differentialgleichung lautet

d(VA/ds = 2g sin(- ) — 2(k+ /r)V2.

Dabei ist die Bahnneigung und r der Bahnkrimmungsradiusatdktionen von s.
ist der Reibungswinkel Ski auf Anlaufspur und k Heftwiderstandsbeiwert. und

k kdnnen als konstant angenommen werden.

Fur einegerade Fahrspurmit der Neigung ist die L6sung der Differentialgleichung

V3(s) = w2 EXP(-2ks) + g/k*sin(- )*[1 — EXP(-2ks)],

wobei v die Geschwindigkeit am Anfang, also bei s = 0 Wenn es sich um den
Startpunkt des Anlaufes handelt, igt 0 und bei Eist
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v,° = glk*sin( - )*[1 — EXP(-2K,)],
wennlydie Lange vom Startpunkt bis ist.
Die Losung fir dikubische Parabelals Ubergangskurve ist
S

V2= [vi®+2g (sin(- - ) *EXP(2(k + /nds)ds]* EXP(-2(k + /r)ds)).
v, ist die Geschwindigkeit bei;am Anfang der Ubergangskurvedie Neigung und r
der Krimmungsradius der Kurve als Funktion der ldiaiecrenen Strecke s. Es emp-
fiehlt sich fur die Integration, letztere in Potegihen von s umzuwandeln. Die Rei-
hen erreichen mit drei Gliedern die wiinschbare Gigkait und sind

= 180/ *(3C*s"2 — 14.4C"3*s"6 + 71.28C"5*s"10)
1/r = 6Cs*(1 — 14.4C"2*s™M + 216,0C"4*s"8).

Das Integral in der Exponentialfunktion der Loslkagnn mit den Reihen einfach be-
stimmt werden. Die Lésung ist

VA(s) = [w? + 19.62*(sin( - -180/ *(3C*s"2 — 14.4C"3*s"6 + 71.28C5*s10))*
EXP(2ks + 2* /180*6C*(0.55"2 — 2.4C"2*s"6 + 21.6C"4*s"10))ds]*
EXP(-2ks - 2* /180*6C*(0.5s"2 — 2.4C"2*s"6 + 21.6C"4*s"10)).

Das Integral ist in den Grenzen O bis s zu berathne

Fir s = erhalt man ¥ in E; am Anfang des Schanzentisches.

Der Vollstandigkeit halber sei auch noch die Lésdig die kreisformige Uber-
gangskurvemit Radius 1 angegeben:

V2 = [vi? = 2*g*ri*cos *cos( — — )PPEXP(-2(k + * /180/rn)*s) + 2*g*r;*cos *
cos( — — —180/*s/ry)

wobei = arctg(2(k*r + /180* ))

Ist.

Firs=(— )* /180*r erhalt man ¥ in E; am Anfang des Schanzentisches

Vo= [V~ 2*giTricos *cos( — — )FEXP(-2(k+ * /180/m)*( — )* /180%r)
+ 2*g*r,*cos *cos( — - ).



Die Beschleunigung auf dem Schanzentisch

Vo ist die Komponente parallel zur Tischneigung dert§eschwindigkeit des Fluges
und damit die erreichte Endgeschwindigkeit auf &ehanzentischkante. Aus der
Gleichung fur die gerade Anlaufbahn folgt

V2= V.2 EXP(-2k*0.25%5) + glk*sin( - )*(1 — EXP(-2k*0.25%),

wenn fir s die Tischlange t = 0.2%*» 0.25*v, gesetzt wird, (0.25 hat die Dimension
Sekunde). k nimmt von 0.0011 bei s zur Tischkante auf 0.0017 zu (Bericht ETHZ
Seite 31). Man kann den Mittelwdet= 0.0014als Konstante in die Rechnung einftih-
ren. Die Abweichung des Ergebnisses liegt weit ueteem Promille. Die Reihenent-
wicklung der Exponentialfunktion liefert als erdtéherung

Vo' = Vo* (1 — 0.5*k*v,) + 0.5*g*sin( - )*v,

Fur dieBerechnung der Anlauflangee ist von der Tischkante aufwarts zu rechnen.
Die Geschwindigkeitsquadrate sind dann, wenn wiaden dieser Naherung w Vg
gesetzt wird

Tisch: Vw2 = V(1 + 0.5%k*v) — 0.5*g*sin( - )*vo

Kubische Parabel:
Vi = W2* EXP(2K + 2 * /180*6C*(0.9/2 — 2.4C 216 + 21.6C41110))

|
— 19.62*(sin( - -180/ *(3C*s"2 — 14.4C"3*s"6 + 71.28C"5*s"10))*

EXP(2ks + 2 /180*6C*(0.55"2 — 2.4CA2*s"6 + 21.6C 4*sA10))ds

Kreis:
vi®= [v)’— 2*g*ri*cos *cos( — — )FEXP(2(k + * /180/m)*( — )* /180*n
+ 2*g*r;*cos *cos( — — ), wobei

= arctg(2(k*r + /180* )) ist.

Es kommt vor, dass;¥negativ ausfllt, was bedeutet, dags\0 auf der Ubergangs-
kurve erreicht wird. Damit liegt der Startpunkt Bter E.

Gerade Anlaufspur:
Die Lange zwischen Startpunkt ungligt

ly= — 1/(2K)*In(1 — *k/g/sin( - )).

Wenn v negativ ist, wird auch, negativ. Die Formel fiiky berechnet die Lange zwi-
schen Startpunkt und, Buch in diesem Fall richtig und vorzeichengerecht .
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In den ,Sprungschanzen Bau-Normen 2008’ sind diaéftangen e in Funktion von
und \ fir = 10°, Reibungswinkel = 3° und 1 = 0.14*w’ graphisch dargestellt. Die
Verkilrzung edes Anlaufs, wenn = 0° ist, kann mit der Naherung

e =6,/(2.3+ /6)

berechnet werden. Fir ein kleinergsauf unverandertem Anlauf féllt e etwas zu kurz
aus, weil ein verkleinerter Radiusainer bestimmten Anlauflange e eine gréssere Ho-
hendifferenz zuordnet. Diesen Fehler macht mannvari einem Anlauf, dimensio-
niert fir den Mittelklassespringer der Anlauf fiernd Spitzenklassespringer mit der
geringeren Absprunggeschwindigkeit bestimmen wibde Durchrechnung ergibt,
dass bei einer 20 m Schanze B um 1.40 m und bei &80 m Schanze B um 0.60 m
zu tief ausféllt. Der Fehler liegt auf der siclre&eite.

2.3 Festlegung der Anlaufspurkrimmung 1/¢ im Punkt E,

Beim bisherigen Kreisbogen war der Radiugwischen 0.14% und 0.16*¢* zu
wéhlen, wobei in letzter Zeit vermehrt der oberer@iwert gewahlt wurde, weil die
Springer gegentber friher mit verstarkter Vorlage Anlauf befahren.

In Abbildung 3 ist die Druckentwicklung im Anlaudje ein Springer erfahrt, aufge-
zeigt und zwar fir Kreis und kubische Parabel disrfigangskurve. Die Eingangsdaten
fur die Berechnung sind fiur beide Ubergangskurven:

=8° =37° =3°k=0.0011;t=6.5 myw 26 m/s.

Fur dieKreisform wird der heute tibliche Wert £ 0.16*w? = 108.16 m gewahlt. Auf
dem geraden Teil von 40.60 m Lange wirkt allein i@mponente des Gewichtes des
Springers senkrecht zur Bahnneigung, also tps 0.80*g. Beim Ubergang in das
Kreisprofil hat der Springer die Geschwindigkeit@D m/s erreicht. Sie erzeugt zu-
satzlich zum Gewicht eine Zentrifugalkraft von G:@0Der Druck nimmt also pl6tz-
lich vom 0.8-fachen Druck um 50 % auf den 1.20-&achVert zu. Auf der Kreisbahn
erfolgt eine weitere Zunahme auf 1.63*g. Beim Ulagig auf den Schanzentisch sinkt
der Druck plétzlich ab auf cosg = 0.99*g, was hier aber erwtinscht ist. Auf der
Tischkante wird y= 26.00 m/s erreicht.

Bei derkubischen Parabelwird fur den Endradius vor dem Schanzentisch Qug4*
94.64 m eingesetzt. Der gerade Teil ist noch 2ind@8ng und die Geschwindigkeit an
deren Ende betragt 15.24 m/s. Auf dem 72.27 m larifel der Ubergangskurve
nimmt die Geschwindigkeit auf den vorgegebene Wernt 26 m/s zu und der Druck
steigt allmahlich auf 1.72*g. Dieser Druck ist un#bhoher als beim Kreisprofil, was
am Ende der Ubergangskurve aber ohne Belang ist.
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Abb. 3 Normalbeschleunigung auf die Spur. Vergléchis/kubische Parabel

Aus dieser Betrachtung folgt, dass bei einer Redukies Endradiuskoeffizienten r

von 0.16 auf 0.14 der Druck nur um 5 % hoéher alisféias nicht relevant ist. Demge-
genuber ist der Umstand, dass beim Einbau eineiséoén Parabel am Anfang der
Ubergangskurve der schlagartige Anstieg des Druekéfgllt und der Enddruck erst
allmahlich erreicht wird, eine grosse Komfortvesdessing..

Abschliessend soll die Auswirkung der Wahl der kahen Parabel gegeniiber der
bisherigen Wahl eines Kreises auf die GeometrieAtdaufes, insbesondere auf die
Anlauflange, dargestellt werden (Abbildung 4). Dasmllen Ausgangswerte ange-
nommen werden, wie sie bei Grossschanzen haufig sin

=11°: =35°t=6.5m;y=26 m/s;r =3°k,=0.0011

Fall 1 1F 0.14*w” = 94.64m

Kreis: Anlauflange 88.95 m. Startpunkt [-83.00 44.90]
Kub. Parabel Anlauflange 91.34 m. Startpunkt [68545.10]
Fall 2 1= 0.16*w° =108.16

Kreis: Anlauflange 91.21 m. Startpunkt [-85.39 45.15]

Kub. Parabel Anlauflange 93.91 m. Startpunkt [48845.37]
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In Abbildung 4 sind die obigen Ergebnisse dargtsteie zeigt die Unterschiede zwi-
schen Kreis und kubischer Parabel. Die Anlaufléegbei ein und demselben gewéhl-
ten Radius bei der kubischen Parabel ca. 2.50 geféals beim Kreis. Interessant ist
die Feststellung, dass der Startpunkt beim Kretsdein jetzt gebrauchlichen Koeffi-
zienten 0.16 fur,rund jener bei der kubischen Parabel auf wenigizetér gleich ist,
wenn bei letzterer der Koeffizient 0.14 verwende@dwDamit ist aufgezeigt, dass die
oben begrindete Moéglichkeit der Radiusverkleineremgyleich langen Anldufen und
gleicher Lage fuhrt, wie bisher bei der Verwendeimges Kreisbogens.

Es wird daher bei Verwendung einer kubischen PaalbdJbergangskurve festgelegt,
dass der Radius bei Erreichen des Schanzentisahdestens

L ¥ 0.14%w?
erreichen muss, hdochstens aber
r = 0.16%w’

erreichen darf. Dies deshalb, damit ein ausreicherithtlastungseffekt durch den
plotzlichen Wegfall der Zentrifugalkraft auf demrhanzentisch erhalten bleibt.

Eine weitere wichtige Feststellung: Wenn bei einenbestehenden Anlauf mit

Kreisbogen sein Radius 1 = 0.16*w’ betragt, kann ohne Veranderung des gera-
den Anlaufteils mit kleinem Aufwand nachtraglich die Kreisform in eine kubisch

Parabel umgebaut werden.

Abb. 4 Vergleich Kreis/kubische Parabel. Einfldes Krimmungsradiusg r
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3. Der Flug

Die Koordinaten eines Punktes der Flugbahn sowrerd&eigung an dieser Stelle
erhalt man aus der Integration des Differentiatdfigengssystems, das den Flug be-
schreibt.

Es sind dies die vier nichtlinearen Differentialglaingen erster Ordnung

= V*Cos ( in alter Teilung 360°) (1)
= —v*sin (2)
=g*sin — ky*v? (3)

= (g*cos — ka*v?)*180/ v (4)

mit den Anfangsbedingungen:

x(0) =0
z(0) =0
v(0) = (W +v.9)"0.5
0) = -

Dabei ist v die aktuelle Fluggeschwindigkgitder Neigungswinkel der Flugbahn im

Uhrzeigersinn gemessen uddler Winkel, um den der Absprungwinkel (Neigung der
Flugbahn bei x = 0) durch den Absprungeffekt getenidler Tischneigung angehoben
wird.

= arctg(v/vp)

Vx ist die Geschwindigkeit senkrecht zur Tischebeieder Schwerpunkt des Koérper-
Ski-Systems im Augenblick des Abhebens erreichtswartungen von weitesten
Springen haben funv2.2 m/s ergeben. Dieser Wert ist bei der Bereegrder Dia-
gramme Abbildung 4 bis 11 in den ,Skisprungschangan-Normen 2008“ fur alle
Tischneigungen eingesetzt worden.

An dieser Stelle ist noch auf eine immer wiedetr#kig vertretene Meinung hinzu-
weisen, die dahin geht, dass der Springer bei getig Absprungtechnik die Ab-
sprunggeschwindigkeitskomponente parallel zur Tebelme vergrossern kdonne. Das
ist natdrlich Unsinn und gehort in die gleiche Kpige wie das noch ,zu erfindende
Perpetuum Mobile*.

Die Luftwiderstands- und Auftriebskoeffiziente kzw. k sind abhé&ngig vom An-

stromwinkel der Luft und von der Haltung des Speirsy Sie sind somit zeitlich ver-
anderlich. Aus der Vermessung der Flugbahnen 20@hgelberg hat das Biomecha-
nische Institut der ETHZ fir die weltbesten Sprinfiggende Werte in Funktion der
Bahnneigung ermittelt
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Luftkraftbeiwerte Engelberg 2006

Tab. 2 Luftkraftbeiwerte mit der Dimensiorn'm

Damit kann durch Integration der Differentialgleiciyen die einer bestimmten Tisch-
neigunga und einer bestimmten Absprunggeschwindigkgizagehdrige Flugbahn

berechnet werden. Als Landepunkt K wird vereinfachder Schnittpunkt der Flug-

bahn mit dem Terrainprofil definiert, so wie auckr dAnfang der Flugbahn auf den
Ursprung[0;0] gelegt wird.

Der Winkel, mit dem sich die Flugbahn mit der Lapidee schneidet, ist massgebend
fur den Landestoss, den der Springer erfahrt. € dBegriff der aquivalenten Lande-

hohe kann dieser Vorgang anschaulich beschriebedewe Welche Hohe soll dem

Springer zugemutet werden, aus der er vergleicls®aaaif eine Horizontalebenen fal-
len und dabei den Stoss sicher auffangen soll? langgahriger Erfahrung weiss man,
dass 0.90 m fir gute Springer ein gutes Mass igt.sEhwachere Springer soll auf
0.70 m reduziert werden.

Der erste Wert wird fir Normal- und Grossschanzgischneigungen von 10° bis
11.5°), der zweite flr kleine und mittlere Schang€ischneigungen von 8° bis 9.5°)
eingesetzt. Sie ergeben Geschwindigkeiten von 4s2baw. 3.7 m/s und sind gleich-
zusetzen mit der Landegeschwindigkeitskomponemé&reeht zum Aufsprungprofil
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in K. Wenn die Flugbahn im Landepunkt die Neigupghat, muss das Aufsprungpro-
fil die Neigung

fur von 10° bis 11.5°
und fur von 8° bis 9.5°

k — arcsin(4.2vy ) (5)
k — arcsin(3.7%x ) (6)

haben, wobeivk der Absolutbetrag der Landegeschwindigkeit bedeute

Fur Normal- und Grossschanzen (Tischneigungen @8rbis 11.5°) sind die k-Werte
der Spitzenspringer (Kolonne 1 und 2 Tab. 2), uirdkfeine und mittlere Schanzen
(Tischneigungen von 8° bis 9.5°) sind die k-Weiie dchwéachere Springer (Kolonne
5 und 6 Tab. 2) eingesetzt worden.

Auf diesen Grundlagen sind die Diagramme fir discfineigungen 8° bis 11.5° der
Sprungschanzen-Baunormen 2008 berechnet worderEibggenzungen der zulassi-
gen Bereich der Wertepaare w und h/n hat der Ausscties Subkomitees auf Grund
von Erfahrungen festgelegt.

4. Das Aufsprungprofil

Das Aufsprungprofil vom Schanzentisch bis zum Pulgoll fur alle Sprungweiten

gute Landebedingungen ermdglichen. Dazu soll esvbgen Springen die Hohe der
Flugbahn tber Terrain mdglichst klein halten. D892 eingefuhrte, und 1996 verfei-
nerte Aufsprungprofil in der Form einer kubischeardbel hat sich bewahrt. Fur die
Optimierung der freien Parameteg und st die Kurvenschar aller in Engelberg
vermessenen Flige zu Rate gezogen worden. Dieitdageder Formeln, die in den
Bau-Normen das Aufsprungprofil beschreiben, isheeanalytische Geometrie und
bedarf keiner weiter gehenden Erklarung.

Fur die Berechnung des Endes L des Landebereichetew folgende Annahmen ge-
troffen.

Bei Skisprungwettkdmpfen wird der Punkt K bekamhtlivon einzelnen wenigen
Springern ubersprungen. Aus einer grosseren ArRRablltatlisten wurden die Uber-
weitenDw = wi — Wk bestimmt, wobei w die grésste erreichte Weite eines Wett-
kampfes ist.
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Abb. 5 Grosste Weite bei K’, die bei einem Wettitldi erreicht wurde

In Abbildung 5 ist die bei dieser Auswertung zu ¢ddgande, damals geltende Geo-
metrie mit dem Kreisbogen dargestellt. Au®w und dem zur betreffenden Schanze
gehdrenden,r und der Flugbahnneigung bei der Landung ergibt sich fur die Ver-
schiebung der Flugbahn

D =r*cos( xk— )—cos(k— k)], wobei — Ww/ry*180/ ist.

Es hat sich gezeigt, dass der Grenzwert fur D éBv®.018*w liegt. Fur diese magli-
chen Grosstweiten bei L soll eine &quivalente Laitie von 1.60 m eingeplant wer-
den. Messungen anlasslich der Skiflug-WM 1976 ireStaorf haben gezeigt, dass
die damit verbundene Landegeschwindigkeitskomp@neahkrecht zum Aufsprung-
profil v. von 5.6 m/s noch gestanden werden kann. Bei Lssallit die Neigung der
Landepiste

L = L — arcsin(5.6¥ ) (7)
betragen.

Der Landebereich von K bis L wird als Kreisabsdhgéstaltet. Der Radius des Bo-
gens seir. Fur den Abstand, von K und L ergibt sich

l, = (= )*r.* /180 = [( «x — arcsin(4.2kk )) — ( L — arcsin(5.6¥ ))]* r.* /180

fur von 10° bis 11.5°. Fur die kleinereAWerte misste der zweite Term im Klam-
merausdruck konsequenterweise arcsin(@7)/ lauten. Mit der gleichen Uberlegung,
mit der die Landekomponente fei K fir schwachere Springer herabgesetzt wurde,
soll dies auch bei L geschehen, so dass der amiggsahe Ausdruck fik, fur alle -
Werte gelten kann.

Am Ende der Flugbahn, besonders bei den grosseaneh, ist man nicht mehr weit
von der stationaren Endgeschwindigkeit entferntdass die Anderung von Betrag
und Richtung der Fluggeschwindigkeit in diesem karAbschnitt im Rahmen der
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hier gebotenen Genauigkeit vernachlassigbar windwkiteren sind die Landewinkel
so klein, dass ihr Sinus durch das Bogenmass ergetden kann.
Mit vp vk und [ ¢ vereinfachen sich die Gleichungen auf

L= —1.4/4*180/ (8)
|2 = 1.4*r|_/VK (9)

Abb. 6 Landebereich K bis L

Aus Abbildung 6 erhélt man schliesslich

d= 0.018*w =l*tg( « — )+ 1,72/ = 1.4*4.2% f 2+ 1.4 riive?l2,

oder [ = wW*w/380 (10)

Die letzte Gleichung stellt die Verbindung zwisclteam bei grosseren Schanzen beo-
bachteten durchschnittlichen Mass d und dem Urtegdades zugelassenen teei K
und L her. y muss aber auch gewahrleisten, dass beim Durehfader Landestrecke
die Zentrifugalbeschleunigung in Grenzen bleibe $oll 80 % von g nicht Uberstei-
gen. Es ist somit auch

r. 0.125* y? (10a)

einzuhalten. Diese Dimensionierung wird somit beh&hzen mit w 48 m
massgebend, soll auf den nachsten Zehnerwert aufgerundet werde

Mit _und § sind die Koordinaten von L gegeben.

Die Landegeschwindigkeitqerhalt man mit der Integration der Flugbahn. Dazlie
lassigen Felder fur die Wertepaare [w ; h/n] fig @erschiedenen Tischneigungen
einen relativ schmalen Streifen bilden, gilt miseichender Genauigkeit die lineare
Beziehung

Vk = 0.68*w + 12.44. (11)
Wenn immer hier von ,ausreichender* Genauigkeit Rexle ist, heisst das, dass der

eingeraumte Fehler im Bereich weniger Prozentd,liegeinem Toleranzbereich, der
auch den biomechanischen Ausgangsgrossen, wiegepig Landehthe, zugespro-
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chen werden muss. Allerdings muss festgehaltenemebss fir die Anwendung sol-
cher Vereinfachung vorausgesetzt werden muss,d#as8laner nicht von den Vorga-
ben abweicht.

Bei den ganz kleinen Schanzen wird von der Naherungsformel gegeniber der
Wirklichkeit etwas zu gross berechnet. Man liegndaber auf der sicheren Seite.

5. Die Landung

Wer in L landet, fahrt mit der grésstmdglichen Gegindigkeit in den anschliessen-
den Ubergangsbogen. Der Springer muss durch seirsikelkraft die Normalkompo-
nente seiner Geschwindigkeit,# 5.6 m/s auf Null abbremsen. Die kinetische Ener-
gie ist

m*5.6%/2 = 15.68*m,  m = Masse Springer und Ski.

Wenn er konstant die Kraft, die seinem Gewicht s8katentspricht, bei der Landung
einsetzten wirde, hatte er die aquivalente Fallhddre 1.60 m zurtickzulegen. Die
Zeit, die er dazu bendtigt, ist t = 5.6/9.81 571 s. Wahrend dieser Zeit ist der
Druck auf die Spur um sein Gewicht grosser, so @assine um tg"fm*g erhohte
Reibungskraft erfahrt und dies Uber eine Strecke wdcos( x — )*0.571. Diese
Reibungsenergie geht auf Kosten der kinetischerrdiedie in der Geschwindig-
keitskomponente vparallel zum Hang liegt. Die verbleibende Eneigie

vom*v? = Yam*y *cos’( k — ) —tg *m*g*v *cos( x — L)*0.571 =
Yom*\y*cos( x — L)*[v.* cos( x — L) — 2*tg *9.81*0.571].

Nach einiger Umformung erhélt man fur die verbleibe Gleitgeschwindigkeit bei
einer Landung in L in erster Naherung

V=V — 16/ —0.1* (Reibungswinkel in alt Grad.) (12)

Der Kraft-Zeit-Verlauf ist in Wirklichkeit weder gau m*g, noch ist er konstant. Wie
man leicht zeigen kann, ist das Ergebnis aber miation beeinflusst, ausser dass sich
die Geschwindigkeit am Ende des Landungsprozes8hsrfoder spéater einstellt. Da
die Geschwindigkeitsabminderung aber sehr kleinkatn dieser Umstand vernach-
l&ssigt werden.

Der Normaldruck auf das Profil soll analog zur UWsergskurve im Anlauf auf 1.8*g
beschrankt werden, d.h.

g*cos | +v i, 1.8*g 18 (13)
Damit erhalt man fur,[ die Eingrenzung

. rp v Z2(18—10*cos,) (14)
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Bei Grossschanzen ist der Spielraum fgjrnach oben durch die Forderung
Z 88 m.

eingeschrankt. Mehr dazu im néachsten Kapitel.

6. Die Ubergangskurve im Auslauf

Der Ubergangsbogen von Punkt L bis U (siehe Abbiddid), bisher ein Kreisbogen
mit Radius 5, soll durch eine (quadratische) Parabel ersetzti@n. Sie soll im Punkt
L die Neigung | Ubernehmen und im Punkt U eine horizontale Targbaben. Die
Krimmungsradien,r und , in den Punkten L bzw. U sind frei wahlbar. Idesdldie
Wahl . = .

Um die vier Freiheitsgrade zu gewahrleisten, mussRhrabel auch schief gedreht
werden konnen. Der Drehwinkel seiind im Gegenuhrzeigersinn positiv.

Abb. 7 Ubergangsbogen von Punkt L bis U
Die Gleichung der Parabel im gedrehten Koordinatstesn ist
= C*?2
Aus der transzendenten Gleichung
ro/r, = [cos/cos(+ )]° (15)
ist zunachst der Drehwinkel zu berechnen. Dann ergeben sich der Reihe nach
C = 1/(2*s*(cos )°) (16)

a= —tg{+ )/2/IC (17)
b= —tg)2/C (18)
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U = [x_+ C*sin *(@* - 1f) + cos*(b — a) ; 7 — C*cos*(@@”— ) + sin*(b —a)] (19)
Das gedrehte Koordinatensystem hat seinen Urspnu8dParabelscheitel)

S =[x + C*a*sin — a*cos ; z — C*d*cos — a*sin]

Bei Grossschanzen ist sicher zu stellen, dass

zy =27 — C*cos*(@*— ) +sin*(b—a) -88m (20)
eingehalten wird  (Art. 411.2 IWO)

Der Ersatz des Kreises durch die Ubergangskurvespeacht eine gréssere Hohendif-
ferenz. Bei Grossschanzen ist allenfalls durch Mankrn von 5. und/oder § z, so
zu korrigieren, dass die Grenze -88 m eingehalted. Wlan kann - als Grenzfall -
auch den bisherigen Kreis annahern, indem mar m, setzt.

Die Funktion z(x) im Bereich L bis U ist
z(x) =7 — C*cos (- %) —sin*@a- ), (21)

wobei
= (cos — [(cos)? — 4*C*(x — x_— C*&*sin + a*cos)*sin ]°)/2/C/sin (22)

ist. Damit sind alle Elemente fiir die Konstruktider Ubergangskurve gegeben.

Bei der Wahl von 4 und b ist nebst Art. 411.2 IWO auch Gleichung (13)i- den
Punkt L formuliert — Gber die ganze Ubergangskumédeachten. In der Regel nimmt
der Normaldruck am Anfang wegen der Zunahme vonoch zu. Da im Unterschied
zur Anlaufspur eine Variable mehr gegeben ist, kaime geschlossene Losung nicht
gegeben werden. Vielmehr ist hier die Differentiaichung

d(VA)/ds = 2g sin(- ) — 2(k+ /")V?, (23)
gleich lautend, wie fur die Anlaufspur, zu integeie.

Im Bericht der ETHZ werden als Ergebnis der Messurig Engelberg die Werte
k = 0.004 und ein Gleitreibungskoeffizient von Ib0was einem Reibungswinkel
1° entspricht, gegeben.

Die gegenuiber bisher neu vorgegebene, sorgfaltigsafierung der Ubergangskurve
zum Auslauf bringt einen erheblichen Gewinn an kaimfort, der auch bei kleinen

und mittleren Schanzen den Springern zugute koriittder Anwendung der Soft-

ware wird der Berechnungsaufwand minimal. Fir Mai&n kann die bisherige L6-
sung mit Kreisbogen herangezogen werden. Der Raglisisnaherungsweise

r, = W?/(20*cos | + v /7000 — 12.5) (24)
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7. Der Auslauf

Der Springer hat bei der Uberfahrt von U die Gesatligkeit v, die die Integration
der Differentialgleichung (23) liefert. Ein genatezrWert ist

v = 8% w?/(20*cos | + v** /7000 — 12.5) (25)

Der Bericht der ETHZ tber den Geschwindigkeitsudrian ebenen und horizontalen
Auslauf in Engelberg zeigt drei Phasen:

1. Beruhigungsstrecke nach U von ca. 1 Sekunde, aldheeeder Springer freie
Fahrt lasst und nur der Luftwiderstand mit eineW&rt von 0.003 bremst. Auf
die Bericksichtigung einer Bremsung oder Beschigumg bei einem allfalli-
gen Gefalle des Auslaufes kann verzichtet werdanndliesem Abschnitt der

Ausrundung der Einfluss gering ist.

2. Danach setzt eine Bremsung ein, die nicht konstadtindividuell verschieden
ist. Es lasst sich aus 23 ausgewerteten Springeneae durchschnittliche
Verzdgerung aus Schneereibung und Luftwiderstandzusammen 4.8 ni/s
ermitteln. Dazu ist ein allfalliges Gefalle mit barticksichtigen.

3. Wenn die Abbremsung auf ca. 18 m/s erfolgt istdwein Abschwung eingelei-
tet, der noch eine auf die Schanzenachse progzigihge von ca. 15 m beans-
prucht.

Am Ende des ersten Abschnittes naghMetern ist das Quadrat der Geschwindigkeit
auf W,**(1 — 2*0.003*y,) und im zweiten Abschnitt auf ca.’8 300 gebremst. Dar-
aus rechnet sich die Auslauflange

a =\ + [Vu?*(1 — 2¥0.003*v,) — 300)/[2*(4.8 — 9.81*sin] + 15 + 5. (26)

ist der Neigungswinkel des Auslaufes; bei Gegemstey negativ. Der letzte Term
von 5 mist ein Sicherheitszuschlag.

Damit folgt bei horizontalem Auslauf mit gerundet#terten und linearisiert
a= 5%, — 55, (27)

oder, wie die Durchrechnung einer grésseren ZahlSchanzen mit w von 20 bis 130
m und Tischneigungen von 8.0° bis 11.5° ergebenthd#t die nachstehende Nahe-
rung die Lange a auf 1 m genau

a=18.9 + 1.113*w — 0.00482%w (28)

Bei einer Neigung der Ebene ist
a =\ + [vy™*(1 — 0.006*,) — 300]/[9.6 — 20*sin] + 20. (29)

Bei den Messungen in Engelberg herrschten grifigbeneeverhéltnisse vor. Bei ver-
eister Piste werden Bremswege langer. Es ist tesinaumerken, dass fur die Uber-
nahme der Normwerte die Beachtung der Weisung 46it2.3.2 FIS-IWO Band Il
Voraussetzung ist.
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Fur kleine Schanzen ist mit Ricksicht auf Anfangiee Mindestanlauflange von 45m
erforderlich.

Fur Sommerbetrieb mit Rasenauslauf ist a genemellh m zu erhdhen.

CH-6078 Lungern, Juni 2008
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ANHANG

Der Einsatz von Flugbahnaufnahmen fir die Optimierung von
Sprungschanzenprofilen

1. Vorbemerkungen

Skisprungschanzen unterscheiden sich im Wesentlidhech die erreichbaren Weiten
(Hill-Size) und durch ihre Steilheit (h/n-Verhakii Die Baunormen der FIS beschrei-
ben das Langsprofil (Anlauf, Aufsprung und Auslainf)erhalb gesetzter Grenzen der
vorgenannten Parametern. Die Gestalt des Aufsprofitgpsoll den Benltzern ermdég-

liche, kurze und weite Spriinge sicher zu stehen.

Voraussetzung fur diese Optimierungsaufgabe ist Kkantnis der Flugbahn der
Springer. Flugbahnen lassen sich mittels Videodufren anléasslich von Skisprung-
wettbewerben sehr genau aufzeichnen. Es wére abaufzvandig, solche Analysen
auf all den verschiedenen Schanzentypen vorzunehiasenwar daher eine Methode zu
suchen, die es erlaubt, aus Flugbahnaufnahmemulieiner einzigen Schanze ge-
wonnen werden, die dahinter steckenden physikais€esetze zu ermitteln, die dann
auch auf andere Schanzentypen Ubertragen werdeekon

Die einzige Methode der Bereitstellung verschiegestalteter Flugbahnen ist die ma-
thematische Simulation des physikalischen Vorgamgess Skisprunges. Dieser wird
beherrscht von der Erdbeschleunigung und den aufSgeinger einwirkenden Luft-
kraften. Wenn man die Krafte parallel und senkrezht Flugbahn kennt, kann jede
beliebige Bahn berechnet werden. Ein System voffei@iftialgleichungen mit An-
fangsbedingungen beschreibt den Vorgang. Es simit ®nerseits die Anfangsbedin-
gungen, bestehend aus Betrag und Richtung der Abggeschwindigkeit Uber der
Schanzentischkante und andrerseits die Entwicktlergerwahnten Luftkraftkompo-
nenten als Funktion der Zeit oder - wie noch z@gewriist - besser als Funktion der
Bahnneigung zu bestimmen.

2. Wahl geeigneter Beiwerte der Luftkrafte

Die Werte ky (Luftwiderstand) und k (Auftrieb) liefern, multipliziert mit ¢, die Ver-
zbgerung der Springer in Flugrichtung und die Aalisbeschleunigung senkrecht zur
Flugbahn und haben die Dimensiofi.n$ie haben fiir die Erarbeitung von Schanzen-
baunormen gegentber den individuellen, dimensisesidKoeffizienten ¢ und @,

wie sie in der Aerodynamik gebrauchlich sind, deort¥il, dass sie direkt die allein
interessierenden, bahnformenden Beschleunigungtani Die individuellen Einflis-
se (Gewicht und Anstromquerschnitt) konnen beim Bau Schanzen ja nicht berick-
sichtigt werden. Fir die Ermittlung des Einflusdes Meereshthe auf die spezifische
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Masse der Luft und damit auf die Gestalt der Fliigbsind allenfalls gesonderte Un-
tersuchungen vorzunehmen.

Das Institut fir Biomechanik der Eidgendssischerhheschen Hochschule Zirich

(ETHZ) hat anlasslich des Weltcupspringens vomhl$.17. Dezember 2006 in En-
gelberg (Schweiz) Flugbahnen der Spitzenspringégemommen, ausgewertet und
verschiedene Daten als Grundlage fir die Uberanmgitler Baunormen zusammen-
gestellt. Gleichzeitig wurden auch mittlere undzZeuSpriinge untersucht, um mit de-
ren Ergebnissen die moégliche Kurvenschar darzestetlie auf einer Schanze anzu-
treffen ist. Eine der Anforderungen, die ein Scleenmzofil mit erflllen muss, ist die

Gewabhrleistung sicherer Landungen auch bei kurzeirgen. Es wird auf den aus-
fuhrlichen Bericht des Instituts vom 19. Juli 20@8wiesen.

3. Einfluss des Windes auf die Flugbahn.

In den Normen zum Bau von Schanzen kann auf afjféérrschende Winde nicht
Rucksicht genommen werden. Die Normen sollen dellaewvon der Annahme ,Wind-
stille’ ausgehen. Wird eine Flugbahn eines Sprimgarsgewertet, bei dem ein herr-
schender Aufwind oder Riuckenwind oder lokale Boafgetreten sind, sind die er-
rechneten J und ky-Werte verfalscht. Leider herrschte wahrend dertkdetpfe in
Engelberg nicht Windstille. Es wurden Windgeschughkditen bis zu 2.4 m/s wah-
rend Springen (Ammann, Kittel, Schlierenzauer) gsemre

Das Institut fir Biomechanik hat hiezu verschied8maulationen vorgenommen, die
aufzeigen, dass lokale Windb6en, wie sie wahrendseSprunges auf einzelnen Be-
reichen der Flugbahn auftreten kdnnen, signifikakuswirkung auf den Verlauf der
Flugbahn und damit auf die erzielte Weite verursacaind zwar in einem Ausmass,
das durchaus vergleichbar ist mit den beobachtp&adnlichen Leistungsschwan-
kungen eines Springers von Sprung zu Sprung. LoRatedbden sind oft raumlich
eng begrenzt und werden durch die Windmessanlagbhauverlassig erfasst. Daraus
folgt, dass die Luftkraftwerte, wenn sie nicht &iungen bei Windstille berechnet
werden, nicht zu gleichzeitig aufgezeichneten Kirped Skihaltungen zugeordnet
werden konnen. Fir die Verwendung zum Zweck dem@grung des Aufsprungpro-
fils, was ja hier alleinige Zielsetzung ist, siag aber dennoch brauchbar, wie im
ETHZ-Bericht dargelegt wird.

4. Einschrankung der Giltigkeit der Ergebnisse.

Wie eingangs erwahnt, erlaubt die Kenntnis der @kygtund k. und deren Anderung

wahrend eines Fluges auch die Simulation von Flgéea, die von den ausgewerteten
Flugbahnen von Engelberg abweichen, d.h. von andénéangsbedingungen ausge-
hen. Ein Nachweis, innerhalb welcher Grenzen disndasse der Schanze liegen mus-
sen, ist nicht moglich, da VergleichsrechnungeretehWir schatzen, dass eine untere
Grenze bei Schanzen mit Juryweiten (HS) von 85 Meliegt. Dies schon deshalb,

weil wir die Flugeigenschaften von Weltklassespeimgzu Grunde gelegt haben, die
auf mittleren und kleinen Schanzen gar nicht sgmdie Einschrdnkung nach oben
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ist offener. Es soll aber wie bisher gelten, ddsgdchanzen, soweit es sich um geo-
metrische Anweisungen fir das Schanzenprofil handeiht mehr von der Norm be-
schrieben werden. Fur Studienzwecke kann die Fluglader auch fir Flugschanzen
simuliert werden.

5. Bedingungen fur die Gewahrleistung einer gewtinkten Genauigkeit der ge-
wonnenen Luftkraftbeiwerte.

5.1 Die gewlnschte Genauigkeit der Luftkraftbeiwere.

Die ky- und k-Werte bestimmen, wie oben beschrieben, die Begolgangen auf
der Flugbahn. lhre Berechnung aus vermessenen &ingb bedingt eine zweimal
hintereinander ausgefihrte Differentiation einerry@) die durch ausgemessene
Bahnkoordinaten gegeben ist. Letztere werden ansFidenaufnahmen unter Nahe-
rungsermittlung des Schwerpunktes des Systems ggpiBki ausgewertet. Sie sind
mit Fehlern behaftet, die auf verschiedene Ursacuweackzufiihren sind und im Be-
richt der ETHZ quantifiziert werden.

Um eine zweifache Differentiation mit der Differeamnethode durchfihren zu kon-
nen, sind mindestens drei benachbarte Bahnpupkt B , P,.; mit vorzugsweise
gleich grossen Zeitintervallent erforderlich. Je naher diese beieinander liegem,
so grosser ist der Einfluss der Fehler an den Batmaknaten. Es ist der erforderliche
minimale Abstand der zu verwendenden Bahnpunktesaib#tzen, der eine Bestim-
mung der k-Werte auf eine winschbare Genauigkeidpdeistet. Die - und k-
Werte liegen, wie frilhere Untersuchungen gezeiggehazwischen 0.0025 ‘hund
0.0060 m'. Wenn wir eineGenauigkeitsforderungvon 0.0002 ni" stellen, was 3 bis
8 % der Werte bedeutet, erhalten wir gute Simulatip weil diese ja wiederum glat-
tend wirkende Integrationen sind.

5.2 Die naherungsweise Differentiation der Flugbam mit der Kreisbogenmetho-
de.

Es gibt verschiedene Modelle der Durchfiihrung déieintiationen. Ausgangspunkt
ist die Wahl der Approximation der Flugbahn odenzeiner Bahnabschnitte. Man
kann die gemessenen Bahnpunkte durch ein Polynamt approximieren. Auf diese
Weise konnen durch geeignete Wahl des Polynomgididdsurven geglattet werden.
Aus den Polynomen erhalt man analytisch die k-WalseFunktionen von t. Diese
Methode wendet die ETHZ in ihrem Bericht an.

Sehr gute Ergebnisse gewahrleistet die Wahl eimesbBogens fir die Approximation
eines Bahnkurvenabschnittes. Diese Methode erlaud#m eine einfache Darstellung
der Fortpflanzung von Fehlern an den Bahnkoordmate die k-Werte. Sie soll daher
nachfolgend aufgezeigt werden.
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Es empfiehlt sich hierzu die Einfiihrung von Polankbnaten fir die erste und zweite
Ableitung der Flugbahnkoordinaten x und z mit v und ! = dv/dt).

Es qilt die Vorzeichenkonvention: x positiv horizahnach rechts, z positiv nach
oben, v positiv in Flugrichtung und positiv im Uhrzeigersinn von der x-Achse ge-
messen.

Das System der vier Differentialgleichungen, die Hiugbahn beschreiben, lautet

= V*COos ( in alter Teilung 360°) (1)
= —v*sin (2)
=g*sin — ky*v? (3)

= (g*cos — Kka*v?)*180/ v (4)

Die dritte Gleichung ist die Gleichgewichtsformuliag der einwirkenden Kréfte in
Richtung Bahntangente, dividiert durch die Masse @pringer und Ski. Die vierte
Gleichung stellt das Gleichgewicht in radialer Rusty, dividiert durch Masse und
Geschwindigkeit dar.

Ersetzen wir den Flugbahnabschnitt zwischen denegsemen Bahnpunkten n-1, n
und n+1 mit einem Kreisabschnitt, so kann das Kegigfum und der Kreisradius be-
rechnet werden. Die Bahnneigung im zu untersuchenden, mittleren Bahnpunkt P
ist angenahert normal zur Verbindung KreiszentrumRy Die Bogenlangen B - P,
und R- P,:+1 kbnnen durch die Sehnenlangen ersetzt werdenedacsi nur um Gros-
sen zweiter Ordnung unterscheiden. Sie seiamd s. Die Geschwindigkeit und die
Bahnbeschleunigung in, Bt naherungsweise

vV = (s+s) /(2* t)und (5)
= vir *180/ (6)
= (g-s)/ 0

Erweiterung dieser Gleichungen fur den Fall, wo ziiei Zeitintervalle nicht gleich
gross sind:

vV =(s* P+ 1))t bl 4t t) (8)
= v/r *180/ (9)
=2%s* t1—-5* ) t/ t/( bt ) (10)

Die gesuchten Werteykund k, im Punkt R erhéalt man dank der Polarendarstellung
direkt aus der dritten und vierten Differentialglaing:

kw = (g*sin  — v )V (11)
ka =(g*cos — VI)V? (12)

Es soll als Erstes gepruft werden, wie leistunggfédie Approximation der Bahn mit
einem Kreisbogen ist. Dazu berechnen wir Bahnputhigeretisch exakt im Fall eines
reibungslosen Fluges (Parabel), um dann mit derskxethode zu prufen, wie stark
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die k-Werte von Null (reibungsfrei) abweichen. Wiéhlen dazu die Anfangsbedin-
gungen, wie sie in der Gréssenordnung einem Spaungler Titlisschanze in Engel-

berg entsprechen.

x(0) =0

z(0) =0
(0) =26 m/s
(0) =-2.5m/s.

Die Bahnpunktkoordinaten sind

X(t) = 26*t
z(t) = —2.5*t — g*f/2

und die Ableitungen
v(t) = (26 + (2.5+g*t/)"0.5

(t) = arctg((2.5+g*1)/26)
r(t) = \A/gl/cos

(t) = (2.5+g*t)*g/v

(t) = v/r<180/

Vergleichen wir diese exakte Beschreibung durchRdieabel mit der Naherung durch
einen Kreisbogen. Wir wahlen fur éie Zeiten 0.6, 1.2 und 1.8 Sekunden.

(t=0.659)
Parabel (genaue Werte) Kreisbogen )
P, [15.600000 -3 .2658] [15.600000 -3 .2658jenaue Ubernahme
P, [31.200000 -10.0632] [31.200000 -10.0632Jenaue Qbernahme
Ps [46.800000 -20.3922] [46.800000 -20.3922)enaue Ubernahme
S 17.0166
S 18.7096
Firt= 1.2 Sekunden ist Abweichung (%)
Y 29.659 29.772 0.38
28.763 28.290 1.67
4.7205 4.7027 0.38
16.6125 16.5871 0.15
r 102.294 1888 0.53
kw  0.0000000 —0.0000602
ka  0.0000000 0.0000218

Die Abweichung der k-Werte als Folge des Ersatagsadrklichen Bahnkurve durch
Kreisbogenabschnitte sind somit selbst bei sehssgm Bahnabschnitten vernachlas-

sigbar.
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Fur die Erreichung des Ziels, bei gegebener Stéalgaeichung der Koordinatenmes-
sungen die k-Werte auf 0.0002'mberechnen zu kénnen, ist der minimal zulassige
Bahnpunkteabstand zu ermitteln.

Auf das System Skispringer/Ski wirken auf seinergblahn, wie erwahnt, die Schwer-
kraft und die beiden Luftkrafte Widerstand und Auefd. Die Schwerkraft ist exakt
bekannt und kann daher in der folgenden Analyserdnickt werden. Es ist nur zu
untersuchen, in welcher Weise die Messungenauigleitdrei beigezogenen Bahn-
punkte die beiden k-Werte verandern.

Abb. 1

In Abbildung 1 sind die Flugbahnen ohne Einfluss Sehwerkraft - deshalb als gera-
de Linien - mit den in den vier moglichen, extesmKonfigurationen auftretenden
Fehlern d an den drei Bahnpunkten dargestellt. athIFtauschen die Fehler eine ver-
z6gerte Bewegung, im Fall 2 einen Auftrieb, im Fakine beschleunigte Bewegung
und im Fall 4 einen Abtrieb vor.

Wir dirfen davon ausgehen, dass die Abweichungeg@&®essenen Bahnpunktkom-
ponenten in Flugrichtung und senkrecht dawa einer Gauss’schen Verteilung ent-
sprechen mit der Standartabweichung (mittlerer égimh.

Wenn die Lage der drei Bahnpunkte mit den Vektorgn S, und S gegeben und
diese je mit dem mittleren Fehler m an den Kompterebehaftet sind, so ist die Ab-
weichung von einer gleichférmigen Bewegung (Besahigung oder Verzégerung)

a=(3-2*S+ S

und der mittlere Fehler von a ist nach dem Gaulsisé-ehlerfortpflanzungsgesetz
m, = [m* +(2mY +n]*0.5/ t*= 6*m/ t%. Er ist gleichzusetzen mit,ytv?.
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Im ETHZ-Bericht Seite 7 wird der durchschnittlichittlere Fehler an den Bahnkoor-
dinaten mit m = 0.026 [Meter] ausgewiesen. Daralgt fder gesuchte Bahnpunktab-
stand

s = (6*m/m)"0.5 = (2.45*0.026/0.0002)"0.5 = 18 m.

Bei der Verfalschung ,Auftrieb’ durch Bahnkoordieatehler berechnen wir zunéchst
den mittleren Fehler der Bahnkrimmung. Letztere ist

1/r = 2+ f/s?, wobei der mittlere Fehler an der Pfeilhohe f
m¢ = [(0.5mY¥ + nf + (0.5m)2]*0.5 = 1.5*m ist. Eingesetzt folgt

My, = 6*m/52

Aus Gleichung 12 erhalt man bei Ausserachtlassemgsdhwerkraft (g = 0) k= 1/r.
Damit ist mg= my, und

s = (6*m/m,)0.5 = 18 m,

also gleich wie fur . Wenn die mittleren Fehler der Bahnpunkte in Beweggrich-
tung und quer dazu gleich sind, so sind auch didem@n Fehler an den beiden k-
Werten gleich. Die Falle 3 und 4 fihren zum glerckegebnis.

Um bei einer Grossschanze dig-kund k-Werte auf 2*1¢ m™* genau aus Flugbahn-
vermessungen ermitteln zu kénnen, missen die drgebogenen, benachbarten
Bahnpunke gegenseitige Abstande von mindestens Haboen.

18 m Punktabstand erscheint auf den ersten Blioksg Analysen schneller Bewe-
gungen, wie etwa die Ablaufe beim Absprung vom 8ezkatisch oder bei der Lan-

dung konnten mit dieser Methode keinesfalls anafysverden. Die Flugbahn selbst
wird durch ausgesprochen monotone Beschleunigun@gsderungen beschrieben. Es
ist daher absolut ausreichend, wenn die Wejteutkd ks im Abstand von etwa 18 m

verteilt auf die ganze Flugbahnldnge bekannt simdschenwerte kénnen linear inter-
poliert werden.

Noch nicht geldst ist die Ermittlung dieser Wente Zeit t = 0, denn hier beginnt erst
die Flugbahn; ein Bahnpunkt vor dem Absprung stettit zur Verfiigung. Die Ver-
kleinerung der Schrittweite in den Randbereichest ttas Problem nicht, weil dabei
die formulierte Minimalforderung der Bogenlangearsthritten und damit die gefor-
derte Genauigkeit nicht mehr erreicht wird. Fir alig der Titlisschanze in Engelberg
vorgenommenen Messungen kennen wir aus der AnalgseAbsprunges die An-
fangsbedingung v(0) sehr genau. Etwas weniger gksst sich der Winkel der An-
fangstangente der Flugbahn ermitteln, da im Zekpurs O durch die dort wegfallen-
de Bodenreaktion eine fir die z-Komponente der Bging massgebende Unstetigkeit
auftritt.
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Wir Ubernehmen versuchsweise die gemessenen Weatangswerte und integrie-
ren das Differentialgleichungssystem in der er&ehrittweite t = 0.6 s, wobei wir
fur die noch unbekannten k-Werte zur Zeit t = O\lerte O einsetzen. Wir verfehlen
dabei die gemessenen Bahnkoordinaten x und z zut Ze0.6 um x und z. Die
gesuchten k-Werte erhalten wir in erster Naherwsgdem Gleichungssystem

"X/"kw* kW + "X/”k/_\* k/_\: - X
"Z/"kw* kW + "Z/"kA* kA: - Z,

wobei die partiellen Differentialquotienten mit déekannten Methoden der ange-
wandten Mathematik erhalten werden. Mitkyy und k. hat man eine erste Nahe-
rung. Durch iteratives Wiederholen der Prozeduamggd man zu den gesuchten k-
Werten, wobei die Iteration sehr gut konvergiert.

Damit haben wir alle Daten, die fur die matheméats&imulation der Flugbahnen der
in Engelberg ausgemessenen Spriinge erforderlich B stellt sich die Frage, wie
die Funktion der k-Werte aussehen missen, um Humgdramit andern, diesmal vor-
gegebenen Anfangsbedingungen zu simulieren. Klei@aschwindigkeiten fihren zu
zeitlich und weitenmassig kirzeren Springen. Dig @s Argument fur die k-Werte
ist daher nicht geeignet. Die Werte sind Funktioden rAumlichen Gestalt des Sys-
tems Springer-Ski, der Anstromflache und der Amatiéhtung der Luft. Am Tref-
fendsten ist die Einfuhrung der Anstromrichtung atgument. Sie ist bei Windstille
gleich der Bahnneigung, korrigiert um die Neigumy Hinie Kopf-Fuss des Springers
zur Horizontalen. Letztere bewegt sich um den Viterl und ist erfahrungsgemass
bei allen Springern innerhalb der zu beobachtet@amauigkeit ahnlich in dem Sinne,
als sie als charakteristische Funktion von der Balgung auftritt. Die k-Werte, die
zu den kleinsten Winkeln gehéren, beschreiberedsée Flugphase, jene bei grossen
Winkeln die Phase mit der quasistationaren Flughglt Damit kann man auf eine
Korrektor des Argumentes verzichten. Da im Unterschied zu den Aufnahmen von
1994 in Oberstdorf die erst Phase nun viel detaiéfr aufgenommen und ausgewertet
wurde, kann auf ein Korrekturglied in der Form eineitabhangigen k-Wertefunktion
verzichtet werden.

5.3 Veranschaulichung an einem Beispiel

Es wird eine Flugbahn auf der Basis mathematisehféstgelegter, einfacher Funkti-
onen von k- und k-Werten berechnet, die der Grossenordnung nach yameEn-
gelberg entsprechen. Die errechneten Koordinatedenpunkte werden als Ergeb-
nis einer Flugbahnvermessung interpretiert. Augnhsind die aufgetretenen Luftkraf-
te mit dem aufgezeigten Verfahren rickwérts zu eeini Die Koordinaten werden
dazu unverfalscht Ubernommen, um Genauigkeitskitroan den Ergebnissen
durchfuhren zu kdnnen.

Es sei ¥=26 m/s
0-— 5.5°
kw = (2+3t+0.5t"2)1F (frei gewahlte, einfache Funktion)
ka = (2+1)10° (frei gewahlte, einfache Fuoij
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Die Schrittweite bei der Integration soll wiede6 Gekunden sein.
Die Integration nach Runge-Kutta ergibt folgendéndeordinaten und —geschwin-
digkeiten als Funktion der Zeit

t X z \V; °

0 0.0 0.0 26.0000 5.5000
0.6 15.2645 -2.9462 25.9669 16.1911
1.2 29.8719 -8.5663 26.3246 25.6278

1.8 43.7366 -16.4701 26.9555 33.4253
24 56.8951 -26.2460 27.7360 39.4751
3.0 69.4837 -37.5058 28.5943 43.8534
3.6 817177 -49.9172 29.5249 46.7111
42 93.8761 -63.2179 30.5794 48.1951
4.8 106.2995 -77.2132 31.8558 48.4025

Tabelle 1

Bei Verwendung einer Schrittweite vort = 0.1 s waren die Koordinatendifferenzen
bei t = 4.8 s oder einer Fluglange von rund 13hrddar Grossenordnung von nur 10
mm. Es kann daher in der weiteren Rechnung stétstrsi 0.6 s gerechnet werden.

In Anwendung der Formeln (5), (6), (7), (11) un@)(verden mit den Bahnkoordina-
ten von Tabelle 1 die Werte von Tabelle 2 berechndtmit den genauen Werten ver-
glichen, die die Runge-Kutta-Integration ergeben ha

t KN IWexakt % k‘\ k& exakt % \ ° H #

0.6 0.003561 0.00362 1.6 0.002646 0.0028 2h.998 15.967 0.2917 16.845
1.2 0.004813 0.00488 1.4 0.003245 0.0032 2b.342 25.323 0.8558 14.387
1.8 0.005716 0.00578 1.1 0.003840 0.0038 2K.960 33.102 1.2031 11.534
2.4 0.006260 0.00632 1.0 0.004434 0.0048 ZA¥./35 39.172 1.3809 8.663
3.0 0.006443 0.00650 0.9 0.005026 0.00586 2B.597 43.583 1.4938 5.999
3.6 0.006263 0.00632 0.9 0.005619 0.0058 29.540 46.473 1.6473 3.9592
4.2 0.005721 0.00578 1.0 0.006213 0.0062 3W.612 47.979 1.9267 1.392

Tabelle 2
Die Abweichungen der k-Werte erfillen die gewinsdaenauigkeit.

Nach der Vorgabe in Abschnitt 3 sind die noch fetien k-Werte fir t = 0 wie folgt
zu berechnen. Mit den Anfangswerten

x=0; z=0; v=26; = 5.5°
und den ermittelten k-Werten (Spalte 2 und 5, Tleb2) wird die Flugbahn fir die

erste Schrittweite von 0.6 s durchgerechnet, wiilredie noch unbekannten k-Werte
Null gesetzt wird. Der erste Bahnpunkt wird um
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-0.1410 m und
0.1776 m

X
Y4

verfehlt. Die vier partiellen Ableitungen der zw&ahnkoordinaten nach den zwei k-
Werten sind

"Xal" kw
"Xa/" Ka

-79.2282  "zy/"kw = 11.5813
10.8366 "zy/"ka =79.9485

Daraus liefert das Gleichungssystem die ersten iMahgen

kw = 0.002064
ka =0.001942.

Die zweite Iteration ergibt

kw = 0.002077
ka = 0.001981

und die dritte Iteration ergébe Korrekturen im&eh 10°. Die Werte sind auf wenig

Prozente genau die vorgegebengn=k 0.002 und k = 0.002 zur Zeit t = 0. Diese

Rechnung muss selbstverstandlich fur jede Flughswertung gesondert angestellt
werden.

Es soll die Ubereinstimmung der ganzen, simulieRiimgbahn mit der exakten Flug-
bahn verglichen werden. Fir t = 4.2 s ergebendie®bweichungen

x(4.2) = 0.386 m

z(4.2) = 0.050 m

v(4.2) = 0.102 m/s
(4.2) = 0.271°

In Anbetracht der Bahnlange von 114 m und im Vecdleur erreichbaren Genauig-
keit der Lage der Aufsprungflache in der Wirklicltket das Ergebnis sehr gut.

Es soll noch die Umwandlung der k-Werte von Fumieio der Zeit in Funktionen der
Bahnneigung durchgefuhrt werden. Aus Tabelle 2derdErganzung der Werte flr
t = 0 erhalt man Tabelle 3
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° k, K

5.500 0.002077 0.001942
15.967 0.003561 0.00264
25.323 0.004813 0.00324
33.102 0.005716 0.00384
39.172 0.006260 0.00443
43.583 0.006443 0.00507
46.473 0.006263 0.0056]
47.979 0.005721 0.0062]

Tabelle 3

Man kann fur die beiden k-Werte Polynome irrmitteln, um Zwischenwerte zu in-
terpolieren. Es zeigt sich aber, dass lineare pitationen zwischen den einzelnen k-
Werten die gestellten Genauigkeitsanspriiche erfiilde Neuberechnung der Flug-
bahn ergibt ndmlich Abweichungen von den exaktemt&yie

xX(4.2) = 0.354 m

z(4.2) = 0.174 m

v(4.2) = 0.092 m/s
(4.2) = 0.417°

Also von gleicher Gréssenordnung wie bei der Bemeag mit den k-Werten als Zeit-
funktionen.

Abschliessend soll die Fehlerfortpflanzung durcd khitegration des Differentialglei-

chungssystems veranschaulicht werden. An den exatittelten Koordinaten in Ta-

belle 1 soll allein z(2.4) um 20 cm erh6ht werdBreses Mass ist wesentlich tGber
einem zu erwartenden Fehler. An der Stelle t 5s2.die Bahneigung 39°. Der Bahn-
punkt ist somit um 13 cm vorverschoben und 15 cer diie Bahn gelegt.

In der nachfolgenden Tabelle 4 sind die k-Wertegerachnet in Funktion von dar-
gestellt. Die Spalten 2 und 3 enthalten zum Veclalie Werte ohne die Verfal-
schung, wie sie zu Tabelle 3 gehdren. Spalten fbugrthalten die Werte mit der Ver-
falschung. Die Abweichungen tberschreiten z.T. 20 %
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Ky ka Ky Ka

5.0 0.00201 0.00191 (mit kuinstlich eingg
7.5 0.00236  0.00208 fuhrtem Fehler)
10.0 0.00272  0.00225
12,5 0.00307 0.00241
15.0 0.00342 0.00258
17.5 0.00377 0.00275
20.0 0.00410 0.00290
22.5 0.00444  0.00306
25.0 0.00477  0.00322
27.5 0.00507 0.00341 0.00520 0.00362
30.0 0.00536  0.00360 0.00565 0.00405
32.5 0.00565 0.00379 0.00610 0.00448
35.0 0.00589  0.00403 0.00588 0.00412
37.5 0.00611 0.00427 0.00555 0.00363
40.0 0.00629  0.00455 0.00563 0.00372
42,5 0.00640 0.00488 0.00644 0.00484
45.0 0.00635 0.00532 0.00661 0.00552
47.5 0.00588 0.00604
50.0 0.00495 0.00706

D
1

Tabelle 4

Integriert man mit diesen k-Werten, weicht die gamene Flugbahn von der als
Grundlage dienenden, verféalschten Bahn wie folgt ab

t[s] X [m] z [m]
0.6 0.00 0.00
1.2 0.00 0.00
1.8 0.03 0.06
2.4 0.07 -0.03
3.0 0.14 0.13
3.6 0.23 0.13
4.2 0.35 0.17
Tabelle 5

Die berechnete Bahn verfehlt den verféalschten Pnakum 2.3 cm nach immerhin 63
m (!) Flugbahn, und nach 4.2 s ist die Abweichuegay gleich gross, wie bei der
Rechnung mit dem unverfalschten Bahnpunkt. Darsiuddar Schluss zu ziehen, dass
Fehler an den Bahnkoordinaten die k-Werte zwak starandern und damit auch ver-
falschen, aber mit d e r Eigenschaft, dass dbleFasich nicht auf die tbrige Flug-
bahn ausbreitet, sondern dafir sorgt, dass der &leg?unkte, fehlerhaft oder nicht,
maoglichst berhrt. Diese Feststellung ist wichtlgnn als Schanzenbauer sind wir an
einer wirklichkeitsnahen Simulation von FlugbahriEmmittlung von Landepunkt und
Landedruck) interessiert. Diese Auskiinfte erhaltenmit einer Genauigkeit, die der
Grossenordnung anderer Unsicherheiten (Geometieateteflache, Stérungen durch
Windverhaltnisse etc.) entspricht. Was wir niclremhen, sind préazise Aussagen uber
die wirklich aufgetretenen Auftriebs- und Widerstakréafte. Auftriebs- und Wider-
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standskrafte interessieren aber nicht den Schaamenfssondern héchstens die Trainer
und die Springer. Das soll selbstverstandlich noidwon dispensieren, eine héchst-
maogliche Genauigkeit bei der Berechnung der Schwedboordinaten anzustreben,
denn die Tugend des wieder Zuriickfindens auf demevaWeg trifft natirlich nur zu
bei der Integration mit Anfangsbedingungen, wie bBa& der Messkampagne ge-
herrscht haben. Wir brauchen aber die k-Wertefjiustlie Profiloptimierung anderer
Typen und Gréssen von Schanzen.

Lungern, im Februar 2008 Dr. sc. techn. Hans-Heasser



